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Ч исе?™ 3 Г Ь ГнкГтво а м Н Г я ,1 я КаКОГО - ЛИб ° МН ? Жества «дуральных 
М называется нумерацией множества М' если 
пп!, называется номером л. В теории алгоритмов важную 

но пе " ГРаЮТ нумерации системы 3)<"> всех перечислимых (т. е. рекурсив- 
натѵпяп подмножеств К” (здесь И п —совокупность всех ««-ок» 

к ѵ пс и в н ьгО Х гЬ\ Ч н ИСеЛ • И системы и<0 всех вычислимых (т. е. частично-ре- 
щие нѵмеоапии чти 11 ° Т П арг У ментов * в литературе известны следую- 
' Р х систем, которые мы будем называть классическими 

нумерациями: нумерация 2І (1) , принадлежащая Посту (*); нумерация и'"* 

ная И Рейсом &’ К я Р ж^ ДЛеЖаЩаЯ КЛИНИ (3): нумерация рассмотрен- 

планѵ и-овпи’ каждая классическая нумерация строится по следующему 
™ „ У ; всякому перечислимому множеству (или вычислимой функции) ста- 
™ В п Соответствие определяющий его (ее) конечный набор правил /этот 
набор правил записывается в определенном коде; все такие записи нуме¬ 
руются, и тем самым получается нумерация исходной системы. Эта осо- 
оенность классических нумераций обусловливает их широкую примени¬ 
мость. В настоящей заметке делается попытка рассмотреть с возможно 
более общей точки зрения существенные для теории алгоритмов свой¬ 
ства нумераций * систем перечислимых множеств, не прибегая в оконча¬ 
тельных формулировках к таким понятиям, как «набор правил, опреде¬ 
ляющий данное перечислимое множество». (Каждую вычислимую функ¬ 
цию мы отождествляем с перечислимым множеством, являющимся ее 
графиком, и рассматриваем таким образом И (гі) как систему всех уни¬ 
формных перечислимых подмножеств Ы п+1 .) Пп. 1—3 носят вводный 
характер. 

1. Сведения из топологии. Точку х топологического простран¬ 
ства С) Т назовем точкой т-прикосновения множества РсГ, если во 
всякой окрестности точки * найдется такая точка г€Р, что всякая 
окрестность г содержит х. Совокупность всех точек т-прикосновения Р 
назовем т-замыканием Р. Назовем Р т-замкнутым, если оно совпадает со 
своим т-замыканием. Скажем, что Р т-плотно в С}, если есть подмно¬ 
жество т-замыкания Р. 

Лемма 1. Пусть X и У — топологические пространства , при¬ 
чем У есть Т 0 -пространет во. Пусть Рс^Х т- плотно в X . Тогда 
всякие два непрерывные отображения X в У, совпадающие на Р, 
совпадают и на всем X, 

2. Системы. На протяжении всей заметки под термином «система» 
будем понимать произвольную систему перечислимых подмножеств мно¬ 
жества Ы п при каком-либо п (или, при желании, произвольную систе- 

• Идея абстрактного изучения нумераций была высказана А. Н. Колмогоровым 
в докладе, сделанном 911 1954 г. на семинаре по рекурсивной арифметике Механико- 
математического факультета МГУ. 
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„ бѵлем обозначать пропис- 

,МЫХ подмножеств $ ( 5 ')- С” ст !“ е элементы которой конечны, 
мѵ перечислимых Д ^ Для системы, в нить понятие «перечис- 

ными готиче ^ ” мн естественными способами У ных множеств « пере- 

можно Р азли ^“ можно назвать систе “ у ое из всех представителей 
-пимости», - и , М0 в0 составлен.,систему 3» будем без ого- 

ЧИСЛ Т Р мен^в Я. перечислимо ( 6 ). КажДУ»^ „Ценной в (•), п. 1. 

всех эл „ и цтать Г„- пространством с то д в да, если существует 

Подсистему назовеМ „ Э !^ГГ,х міЮжеств что_$ = ІіОл^бЯ'}, 


в качестве 
подсистема Ж 


под- 

всех 


где О/- — система всех мн „ пяпя * рльно й если подси^іеша 
множества. Назовем ЗД п "р ВЧИС Р ЛИ ма и т-плотна в 8И, и псевдозамкну- 
конечиых ” но * еС ™ кнѵт ^ во всякой объемлющей системе. Наиболее важ- 
тои, если 5ГО З . ” ц( ,)_ ЯВЛЯЮ тся со-сепарабельными, псевдозамкну- 

М, 


множества. Множество /И, рассматри- 
назовем занумерованным множе- 


если 

ные системы — п и 
тыми и связными (топологически) 

3. Занумерованные 

с?воГи В ХзначиГм« У ТСножество Р<=М назовем вполне перечис¬ 
лимъ внесли а-.(Р) перечислимо в «-(АО*. *• вполне разрешимым 
В М а, если Р и М\Р вполне перечислимы в Ма (Наис ( ) ввел эти 
понятия для рассмотренной им нумерации). Рассматривая нумерации 
систем, будем говорить о занумерованных, вполне перечислимых и т. д. 
системах. Вычислимым отображением Ха в Уф назовем всякое отобра¬ 
жение / множества X в У, для которого существует такая вычисли¬ 
мая функция Ѳ, что для любой точки хвХ имеет место 6(а 1 (^с))С,6 ^/(.х)). 
Будем говорить, что Ха вложено в Уф, если Х^Ѵ и тождественное 
отображение /( х) = х множества А' в К вычислимо. Если М — тополо¬ 
гическое пространство, то его нумерацию назовем открытой, коль скоро 
всякое его вполне перечислимое подмножество открыто, и непрерывной, 
коль скоро всякое открытое множество есть сумма вполне перечислимых. 

Лемма 2. Пустъ X и У—топологические пространства , а — 
открытая нумерация X и р— непрерывная нумерация У. Тогда 
всякое вычислимое отображение Ха в }ф непрерывно. 

4. Вычислимые и потенциально вычислимые нумера¬ 
ции. Пусть ЭДх — занумерованная система. Множество всех пар /г, і, 
где п принадлежит области определения а, а ^6а(/г), называется уни- 
н«л! ЛЬНЫМ множеством, соответствующим нумерации а. Нумерацию а 
мііпжРпт П В гх ЫЧИ і : / , ^ 1 Г 0Й ’ если соответ ствующее универсальное множество и 
известно что и 1 ЕС0Х Н0Ме Р° в С У ТЬ перечислимые множества. Хорошо 
система обладает вычислимой 6 нуме Р ации вычислимы. Однако не всякая 
система всехОбщепекѵосив н У ме Р аци еи. Известно, что ею не обладает 
зать, что ею не обладает системГ^™ Г " а Р г У ментов - Можно дока- 
множеств ЛГ Нѵмеп 1/гема всех бесконечных перечислимых под¬ 

мой, если существует там * СИСТеМЫ назовем потенциально вычисли¬ 
ли р, что вложена в а и такая ее вычислимая нумера- 

нумерации имеется общий , Я кажд °й потенциально вычислимой 

Постпгш ВСЯК0Г0 перечислимого 0 !^ 11 ™^ поз ® 0 ^яющий по всякому 
Пить набор правил, ом педеля ° же !г тва из рассматриваемой системы 
1 е о р е м а I. Всякая Р едел51 ющии это множество 
Мои нумерацией. “ систе *а обладает 
1е чрема 


с темы УП, 


2. Вели а — , 


потенциально вычисли - 


вполне пер&шг в л ЯІ{ап сисгп ема чй с~^ ЬН ^^ 11іислимая нумерация си - 
- Речислима в ад*. 45 эффективно открытая в Ж 


Мы 


оворим. 


ЛИМ0е множество.* 4,0 Пе Речиелимо 
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в Е. 


если # = 


1 Е Г) 5, где 5 — перечне- 


(Райс ( 4 ) доказал эту теорему для рассмотренной им нумерации си¬ 
стемы <И (1) .) 

Следствие. Всякая потенциально вычислимая нумерация 
непрерывна. 

5. Накрывающие и вполне накрывающие нумерации. 
Для каждой из классических нумераций имеется общий метод (алгоритм), 
позволяющий по каждому набору правил, определяющему какое-либо 
множество из рассматриваемой системы, найти номер этого множества 
в данной нумерации. Это интуитивное свойство отражается, как мы на¬ 
деемся, формальным определением вполне накрывающей нумерации. 
Нумерацию 7 системы 5)? назовем накрывающей (вполне накрывающей), 
если всякая занумерованная система $ср, где а ср — вычислимая 

(потенциально вычислимая) нумерация, вложена в ЗЛ 7 . Все классические 
нумерации — вполне накрывающие. Неизвестно, существует ли накры¬ 
вающая нумерация, не являющаяся вполне накрывающей (см. теорему 4). 

Теорема 3. Всякая система обладает вполне накрывающей 
нумерацией. 

Теорема 4. Если ЭД — псевдозамкнутая со -сепарабельная си¬ 
стема і, то всякая ее накрывающая нумерация является вполне 
накрывающей. 

Теорема 5 (обратная к теореме 2 ). Если 'Ш есть со- сепарабелъ - 
ная система и 7 — ее накрывающая нумерация , то всякая система 
вполне перечислимая в эффективно открыта в 50?. 

(Райс ( 4 ) сформулировал это утверждение в качестве гипотезы для 
того частного случая, когда УЯ = 2 І (1) и 7 —рассмотренная им нумерация.) 

Следствие. Всякая накрывающая нумерация со -сепарабельной 
системы открыта. 

Следствие из следствия. Если ы-сепарабельная система 
связна и 7 — ее накрывающая нумерация , то в $N 7 нет нетриви¬ 
альной ( т. е. отличной от пустой и от $Ш) вполне разрешимой 
подсистемы. 

Это следствие из следствия содержит в качестве частного случая 
результаты Райса ( 4 ) об отсутствии в рассмотренной им нумера¬ 
ции системы 21 (1) нетривиальных вполне рекурсивных классов как при 
сильном, так и при слабом определении. 

6 . Связь с вычислимыми операциями ( 4 ). 

Теорема 6(7). Пустъ 38а и Ур — занумерованные системы , при¬ 
чем а _ вычислимая (потенциально вычислимая ), ар — накрываю¬ 
щая (вполне накрывающая) нумерации. Тогда всякая одноместная 
вычислимая операция , отображающая 38 в Ч), совпадает на % с не¬ 
которым вычислимым отображением 38а в Ур. 

Теорема 8(9) (обратная к теореме 6(7)). Пустъ УР — занумеро¬ 
ванная система. Если для всякой занумерованной системы 38а с вы¬ 
числимой (потенциально вычислимой) нумерацией и всякой одно¬ 
местной вычислимой операции , отображающей % в У, существует 
совпадающее на 38 с этой операцией вычислимое отображение 38а в 
ур, то р — накрывающая (вполне накрывающая) нумерация. 

Теорема 10. Пустъ 38а есть ы-сепарабе льная система с накры¬ 
вающей , а Ур — система с потенциально вычислимой нумерацией . 
Тогда для всякого вычислимого отображения Ха в фр существует 
одноместная вычислимая операция , совпадающая на 36 с этим 
отоб ражением. 

Теорема 6 играет решающую роль в доказательстве теоремы 5. Тео¬ 
рема 10 доказывается при помощи обеих лемм, следствий теорем 2 и 5, 
а также теоремы 2 из ( 6 ). Пусть Х х ъ 1% ...» Ур — занумерованные 

множества. Отображение / прямого произведения Х х X ... X Хі в У , 
для которого существует такая вычислимая /-местная функция Ѳ, что 

1157 


, I), то назовем 
у л = ѵ и«і(»іИ 1 ием прямого произведения 
коль скоро /(*і. • •' вычислимым отоб Р^ е прямого произведения зану- 

П/Са'в Ур. Л Еслй определить ммю п °д Я дегс> П пр е Д ы ДУ Ш ' ие понятия и ре- 

мерованных мн ^ еСТ д 0К азать следующие теоремы. __ аН у Мерованные 
зультаты, то можно доказа ( = ,, I) Ж с ' илше) , а Р- 

««Л 

совпадает на 38і X • • • X * 

п*. а , в ‘03. , /) суть (О -сепарабельные 

Теорема 10*. Пусть *«“'У "' а щ- система с потен- 
системы с накрывающими нумерация^, ^ дсякого вычислимого 
циально вычислимой нумерации . і. мест ная вычислимая опера- 
«отображения П Хі щ в » ^отображением, 

ция , совпадающая на Жі X ... Х * ; С являющуюся одновременно 

7. Главные нумерации. Нумерац . е р ацие д і - Г0 рода, 

вычислимой и накрывающей, назовв ” вычислимой и вполне накры- 
а являющуюся одновременно потенциаль кіаС сические нумерации 

вающей - главной нумерацией 2-го рода. Все і ^^" ЧеС о наче / ие глав- 
суть главные нумерации 1-го и 2-го рода °Д Н0 Р _ с* у» ю*. 

ных нумераций показывает теорема 11 , вытекающая из р 

Теорема 11*. /7уть »«<(/= 1, ...,/) и V? суть ^-сепарабель¬ 
ные системы с главными нумерациями (одного и того же рооар 
Тогда класс вычислимых операций , отображающих ХіХ ^-Х хі в у, 
совпадает на ЗЕ Х X ... х 38 1 с классом вычислимых отображении 
П&а* вЩ. 

Теорема 12. Всякая система обладает главной нумерацией 
2 -г о рода. 

Что касается существования главных нумераций 1-го рода, то уда¬ 
лось установить лишь следующие теоремы: 

Теорема 13. Всякая со- се парабе льная псевдозамкнутая система 
обладает главной нумерацией 1 -го рода. 

Теорема 14. Каждая связная со -сепарабельная система , обла¬ 
дающая вычислимой нумерацией , обладает и вычислимой нумераци¬ 
ей , не являющейся накрывающей (и тем самым не являющейся 
главной). 


Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова 
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30 VIII 1955 
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